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1 Quantenteilchen

Die folgende Darstellung orientiert sich weitgehend an Victor Weisskopf, ,,Of
Atoms, Mountains and Stars” in Science 187 (1975), 605- 612].

Fiir Quantenteilchen (Elektronen, Protonen, ...) gilt wie fiir Licht: Quanten-
teilchen sind sowohl Welle als auch Teilchen. Wie beim Licht (siehe die zweite
Vorlesung) werden Quantenteilchen als Teilchen nachgewiesen, aber ihre Aufent-
haltswahrscheinlichkeit werden durch eine Wellenfunktion bestimmit.

Freie Teilchen entsprechen dabei einfachen Sinuswellen, mit konstanter Wel-
lenlidnge wie hier eingezeichnet:

e A >

Genau wie bei Licht hingen auch bei Quantenteilchen Energie E und Frequenz v

miteinander zusammen:
E = hv. (D)

Auch Impuls p des entsprechenden Teilchens und Wellenlinge A der entsprechen-
den Welle hingen zusammen, und zwar als

p=- @


http://dx.doi.org/10.1126/science.187.4177.605
http://dx.doi.org/10.1126/science.187.4177.605

2 Lokalisierte Teilchen

Die Wellennatur und deren Zusammenhang mit Impuls bzw. Energie hat Kon-
sequenzen fiir die Eigenschaften lokalisierter bzw. eingeschlossener Teilchen —
astronomisch relevantes Beispiel: Teilchen, die durch ihre gegenseitige Gravita-
tionsanziehung auf einen begrenzten Raum zusammengedrdngt werden, etwa im
Inneren von Sternen und Planeten.

Vereinfacht argumentieren wir hier mit einem Teilchen, das in einen Kasten
eingeschlossen ist. Fiir eine genauere Behandlung miisste man die Begriffe der
potentiellen Energie und des Potentialtopfes einfiihren und sich klarmachen, wel-
chen Randbedingungen eine Welle in solch einer Situation erfiillen muss (insbes.
Knoten an den Kastenwénden).

Wir behelfen uns mit der anschaulichen Vorstellung, dass die Welle, die die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir ein Teilchen beschreibt, als Welle in einen Ka-
sten der GroBe d passen muss. Die lingste Welle, die man als Ganzes in solch
einem Kasten unterbringt, hat gerade die Wellenlénge A,,,, = 2d; so passt gerade
ein Wellenbauch bzw. Wellental zwischen die Kastenwinde und schwingt dort als
stehende Welle, wie hier gezeigt:

Eine maximale mogliche Wellenldnge entspricht einem minimalen Impuls,
den ein solches eingesperrtes Teilchen tragen muss — entsprechend der Gleichung
(2) ist z.B. der minimale Impuls in x-Richtung eines in x-Richtung eingesperrten

Teilchens
h h

min,x — = =5 3
Prinee e e 2d ®

und entsprechend in y- und z-Richtung. Mit der in der klassischen Mechanik
(nicht-relativistich) giiltigen Beziehung zwischen Impuls und kinetischer Energie,
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hat ein eingesperrtes Teilchen die Minimal-Bewegungsenergie
E _ ptznin,x + pl%u'n,y + pilin,z _ 3 h2 5
kin,min — m - g : mdz- ( )
Die numerischen Vorfaktoren darf man bei solchen Rechnungen nicht allzu ernst
nehmen. Die konnen sich bei genauerer Behandlung durchaus @ndern. Je nachdem
in wie hoher Potenz die betreffenden Faktoren vorkommen, kann sich dabei auch
durchaus die Grofenordnung um ein bis zwei Grolenordnungen oder noch mehr
dndern. Es gibt damit drei Stufen der Zuverlissigkeit solcher Rechnungen: Auf
die genauen Vorfaktoren sollte man sich gar nicht verlassen. Bei den Grofenord-
nungen sollte man mit Abweichungen zumindest rechnen. Die funktionalen Zu-
sammenhinge dagegen, also z.B. welche physikalischen Gréen dort mit welcher
Potenz, in welcher Kombination vorkommen, sollte eine vereinfachte Rechnung
niherungsweise (insbesondere: bis auf kleine Zusatzterme, die addiert werden)
richtig wiedergeben.
In unserem Fall heif3t das: Der prinzipielle Zusammenhang
hZ

Ekin,min ~ w (6)

diirfte auch in einer genaueren Rechnung erhalten bleiben.

3 Von der Energie zum Druck

Wer ein unter Druck stehendes Gas noch weiter komprimieren will, muss dafiir
Arbeit aufwenden. Mit anderen Worten: eine Volumenverkleinerung AV < 0 ge-
gen den Druck p fiihrt dazu, dass man eine Energie AE aufwenden muss. Um
diese Energiedifferenz wichst die innere Energie des betreffenden Gases. Dabei
gilt

dE

AE =—p-AV =p=-g (7

Gas AV<0




Andererseits hatten wir in GI. (6) gesehen, wie die Energie eines Quantenteilchens
im Kasten von der Seitenlinge d des Kastens abhéngt. Bei einem wiirfelformigen
Kasten ist V = d° bzw. d = V'3, also

h? h?
Ekin,min ~ ﬁ = W (8)

Damit konnen wir die Ableitung von E nach V, also den Druck, direkt ausrechnen,

namlich zu E 2 R 2

V=3B ©)
mV md

Diesen Druck haben eingesperrte Teilchen alleine aufgrund ihrer Quanteneigen-

schaften, ihrer Wellennatur.

pP=-

4 Pauli-Prinzip und Mehrteilchensysteme

Das Pauli-Prinzip besagt, dass sich nie zwei Materieteilchen in dem gleichen
Quantenzustand befinden konnen. '

Das Pauli-Prinzip ist unter anderem fiir die Schalenstruktur der Atome ver-
antwortlich. Sie entsteht, weil sich die Elektronen eben nicht alle im energiedrm-
sten Zustand nahe am Atomkern versammeln konnen, sondern stattdessen nach
und nach alle moglichen Zustinde auffiillen, auch die mit hoherer Energie als der
Grundzustand.

Wir ersetzen die exakte Rechnung durch die Vorstellung, dass N identische
Quantenteilchen, zum Beispiel N Elektronen, die in ein Volumen eingesperrt sind,
sich so verhalten, als stiinde jedem der Elektronen das ,,private Volumen* v = V/N
zur Verfiigung.”

Der Druck aufgrund der Quantennatur, im Zusammenhang mit den priva-
ten Volumina von Materieteilchen auch Entartungsdruck genannt, ist, wenn wir

'Konkret gilt dies fiir alle Quantenteilchen mit halbzahligem Spin, sogenannte Fermionen. Da-
zu gehoren alle Elementarteilchen der Materie, also Elektronen, Quarks, Neutrinos und so weiter.

2Mit dem Wissen, dass Elektronen noch einen zusitzlichen Freiheitsgrad haben, der ihren Zu-
stand definiert, ndmlich die Orientierung ihres Eigendrehimpulses (Spin) relativ zu einer gegebe-
nen Bezugsrichtung, konnte man hier argumentieren, dass v = 2V/N, weil sich je zwei Elektronen
eines dieser privaten Volumina teilen konnen. Da wir numerische Vorfaktoren bei unseren Uber-
schlagsrechnungen sowieso nicht so ernst nehmen, sondern vor allem an den funktionalen Zusam-
menhéngen der physikalischen Groflen interessiert sind, vernachlidssigen wir diese Komplikation
an dieser Stelle.



d = v'3 in Formel (9) einsetzen und numerische Vorfaktoren einmal mehr ver-
nachléssigen,

12 Ny
~—|=] . 10
pe~(5) (10)
Zum Vergleich: eine exakte Rechnung ergibt fiir den Fall von Elektronen
2B R N3 2 N3
pp=— (_) ~0.05 = (—) . (11
20743 m\V m\V

Unsere Abschitzung ergibt also bis auf einen Faktor von rund 20 das richtige Er-
gebnis, und sie ergibt den richtigen Funktionalzusammenhang zwischen pg, N, V, h
und m.

5 Gravitation und Gegendruck

Wie in der Vorlesung beschrieben, betrachten wir einen kleinen Ausschnitt eines
kugelsymmetrischen Korpers: ein kleines Volumen, hier im Querschnitt darge-
stellt:

Fo(r+ Ar/2) = P(r + Ar/2) - AF

4
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?F,,(r - Ar/2) = P(r — Ar/2) - AF

Wie besagt, dies hier ist der Querschnitt — oberes und unteres Ende sollen jeweils
eine Flache AF besitzen, so dass die kleine Region insgesamt ein Volumen AV =
Ar - AF besitzt.

Wie verhilt es sich mit Druck und Masse, wenn sich das Gebilde, das wir
betrachten, im Gleichgewicht befindet?

Dann miissen sich insbesondere die Krifte, die auf unsere kleine Teilregion
wirken, zu Null addieren. Unterhalb und oberhalb unseres Elements herrscht je-
weils ein Druck P(r), der vom Abstand r vom Zentrum abhingt. Wenn wir dem
Mittelpunkt unserer kleinen Region den Radiuswert r zuordnen, dann herrscht di-
rekt unterhalb unserer Region der Druck P(r — Ar/2), der unsere Region nach



oben driickt, und direkt oberhalb der Druck P(r — Ar/2). Ein Druck P, der auf
eine Fliache AF wirkt, erzeugt eine Kraft P - AF.

Zusitzlich wirkt die Gravitationskraft auf unsere Region, und zwar in Rich-
tung Zentrum. Dabei wirkt die im Bereich kleiner als r versammelte Masse M(r)
so0, als wire sie eine im Kugelmittelpunkt konzentrierte Punktmasse. Unsere klei-
ne Region besitzt ihrerseits eine Masse m = p(r)AV = p(r) AF Ar, wobei p(r) die
Dichte der Materie im Abstand r vom Kugelmittelpunkt ist.

Insgesamt ergibt sich daraus gemif3 der Newtonschen Formel fiir das Gravita-
tionsgesetz die Kraft mit dem Betrag

M(r)p(r)AF Ar

Fe=G—""3

8

(12)
Auch diese Kraft wirkt zum Kugelmittelpunkt hin.

Insgesamt summieren sich Gravitationskraft und Druckkrifte zu

GM(r)
12

-p(r)ArAF + P(r+Ar/2)-AF - P(r—Ar/Z)-AFzOéO (13)

Diese Bedingung kann man wie folgt umschreiben. Die Kombination

P(r+ Ar/2)— P(r — Ar/2)
Ar

entspricht im Grenzfall Ar gerade die Ableitung von P(r) nach dem Radius r, also

E
dr’
Damit wird (13) zu
dP_ GM(r)p(r)

dr r2

Das ist eine der Grundgleichungen fiir den Aufbau astronomischer Objekte.

(14)

6 Vereinfachtes Druckgleichgewicht

Die Gleichung (14) ist eine Differenzialgleichung, in der drei verschiedene Funk-
tionen vorkommen: M(r) und p(r) auf der rechten Seite, P(r) in Form seiner Ab-
leitung auf der linken. Um eine Losung zu finden, bendtigt man im allgemeinen
noch weitere Gleichungen fiir diese Grof3en.



Wir treffen folgende vereinfachende Annahme: Die Dichte unseres Korpers
moge konstant sein, p = const.. Das ist fiir Festkorper bis zu einer gewissen Grofle
sicher eine gute Nédherung, und auch fiir grolere Korper sollte dieses vereinfachte
Modell zumindest eine sinnvolle Abschidtzung ermdéglichen.

Bei konstanter Dichte ist die Gesamtmasse einer Kugel mit Radius r, also
unsere Funktion M(r), gerade gegeben durch

4
M(r)=p- g?‘l’l’s. (15)
Damit vereinfacht sich die Gleichung (14):
dpP 4 5
- - __ : 16
dr 37TGp : (16)

Das ist eine Gleichung fiir die Ableitung von P(r), die nur noch von r und von
Konstanten abhingt. Solch eine Ableitung kann man direkt integrieren und erhalt

2
P(r) = —gﬂszrZ +C (17)

mit einer Integrationskonstante C. Den Wert der Integrationskonstante kann man
wie folgt bestimmen: AuBlerhalb des Objekts gibt es keine Materie, und damit
auch nichts, was einen Druck ausiiben konnte. Wir nehmen an, dass der Verlauf
der Funktion P)r =stetig ist, dass P(r) also keine Spriinge macht. Damit muss
direkt an der Oberfldche unseres (kugelformigen) Korpers, beim Radius R des
Korpers, gelten, dass P(R) = 0. Setzt man in (17) r = R und fordert P(R) = 0,
dann erhélt man die Gleichung

2
C = §7TGp2R2.

Eingesetzt in unsere Druckgleichung (17) ergibt das
2
P(r) = 57rc;,>2(R2 - ). (18)

Man kann diese Gleichung auch umschreiben, indem man die konstante Dichte p
durch die Gesamtmasse

4
M=p- §71'R3 (19)
ausdriickt, und erhéilt ) )
3GM r
P(ry=— -—. 20
") = 82 R ( RZ) 20)
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Am hochsten ist der Druck damit, nicht liberraschend, im Zentrum. Dort betrigt

er

3 GM?
PO) = — .
©) &t R*

2D

7 Festkorper im Gravitations-Druckgleichgewicht

Fiir einen kugelformigen Festkorper unter seiner eigenen Schwerkraft wird der
Gegendruck durch den Entartungsdruck (11) erzeugt: Der Festkorper widersetzt
sich weiterer Kompression, welche die Orbitale der Elektronen seiner Atome in-
einanderdriicken wiirde.

Stabil ist der Festkorper, solange der Zentraldruck kleiner ist als der Entar-
tungsdruck

32/3 hZ N 5/3

Pr = 20743 m, (V) '
Jetzt miissen wir allerdings noch beide Driicke so umschreiben, dass sie von den-
selben Grofen abhingen. Das Gesamtvolumen ist in unserem Falle

V=2
= 37R".
Die Anzahl der Elektronen N konnen wir wie folgt durch die Masse ausdriicken.
Wir nehmen an, dass unser Festkorper insgesamt elektrisch neutral ist, sprich: dass
es genau soviele Elektronen wie Protonen gibt. Elektronen besitzen soviel weniger
Masse als Protonen, dass wir die Elektronen zur Berechnung der Gesamtmasse M
vernachlissigen konnen. Allerdings sind da auch noch die Neutronen, die néhe-
rungsweise dieselbe Masse haben wie die Protonen, ndmlich pro Nukleon (pro
Proton oder Neutron) m, = 1.7 - 107%" kg. Angenommen, auf jedes Proton kiimen
im Durchschnitt (u — 1) Neutronen. Dann hat jedes Proton zusammen mit den im
Durchschnitt zugehorigen Neutronen die Masse um,,.
Gibt es insgesamt N Elektronen, dann gibt es insgesamt auch N Protonen, und
die Gesamtmasse des Objekts sind

M = Num,,
bzw. nach N aufgelost gilt
M
N =
Hmp



Eingesetzt erhélt man fiir R den Wert

(3/2)*° h?
1072 Gm (ttm,)>> M3

M\ -5/3 M\ -5/3
2 (ﬁ) 1300 km = [ — (H) 105 km  (22)
] 2 v, 2

R

(wobei die numerischen Vorfaktoren wie bei jeder unserer vereinfachten Rech-
nungen nicht zu ernst genommen werden sollten).

8 Erdihnliche (terrestrische) Planeten

Wir kénnen diese Gleichung auch so umschreiben, dass die mittlere Dichte anstatt
der Masse eingeht, gemdB (19). Dann erhalten wir fiir den Radius

[ 353 e
40743 \/Gme(,u m,)Bpl/3 1000 kg/m 2

(23)
Die mittlere Dichte der Erde liegt bei 5500 kg/m>, und fiir ihre hiufigsten chemi-
schen Elemente (Mg, Si, O, Fe) ist in guter Niherung y = 2. Eingesetzt erhalten
wir als oberen Radius fiir Planeten mit derselben Dichte wie die Erde

Riyax =25000km ~ 4 Rg (24)

Fiir unsere Erde bestiinde demnach noch Luft nach oben — sie konnte bei derselben
Dichte noch groBler sein. Die GroB3e eines Sterns wie der Sonne, deren Radius rund
110 Erdradien besteht, lieBe sich auf diese Weise allerdings nicht erreichen.
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