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1 Homogene Universumsmodelle

Ausgangspunkt der hier vorgestellten homogenen Modelle des Kosmos moge ein ge-
danklicher instantaner Schnappschuss des Universums sein, welcher das Universum
so dokumentiert, wie es jetzt, in diesem Moment, ist. Der Schnappschuss zeige die
rdumliche Verteilung von Abermilliarden von Galaxien. Deren innere Struktur inter-
essiert uns in diesem Modell nicht, und wir stellen uns die Galaxien als Punktteilchen
vor (,,Galaxienstaub‘).

Das unser Universum auf groflen Skalen homogen ist, bedeutet: Messen wir an
verschiedenen Stellen im Raum fiir ein hinreichend groBes Volumen (z.B. Wiirfel der
Kantenlénge einige hundert Millionen Lichtjahre) die mittlere Dichte, dann erhalten
wir immer in etwa den gleichen Dichtewert - unabhéingig davon, wo im All wir unser
Volumen positionieren.

Wir werden die Homogenitét ausnutzen und den Materieinhalt unseres Universum
in unseren Rechnungen oft idealisiert als homogenes Medium betrachten. (In einem
komplett homogenen Medium ist die Dichte iiberall, auch auf kleinsten GréBenskalen,
konstant.) In solch einem Medium gilt: Die Masse M in einer gegebenen Raumregion
ist gleich dem Produkt der (iiberall konstanten) Dichte p und dem Volumen V der
betreffenden Region, M = pV.

Gedanklich verwenden wir also zwei Bilder parallel zueinander: Das Bild von frei
im Raume schwebenden Galaxien und das eines perfekt homogen erfiillten Raums.
Auf einige Grenzen dieser Modellvorstellung werde ich unten noch eingehen.

2 Skalenfaktor-Expansion

Die Anordnung von Galaxien in unserem gedanklichen instantanen Schnappschuss
lasst sich vollstiandig beschreiben, wenn man alle paarweisen Abstinde der Galaxien
zueinander angibt. (Tatsdchlich benétigt man sogar nur eine Untermenge all der vielen
paarweisen Absténde.)

Das gingige Modell fiir kosmischenExpansion ist die Situation, dass sich all jene
wechselseitigen Abstdnde proportional zu demselben globalen zeitabhéngigen Skalen-
faktor a(¢) @ndern. In anderen Worten: Betrachte ich zwei beliebige Galaxien A und B,
die auf einem zur Zeit ¢; angefertigten instantanen Schnappschuss den Abstand dsp(t1)
und zu einer anderen Zeit , den Abstand d4p(f>) haben, dann héngen diese beiden
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wobei die Funktion a(f) unabhingig davon ist, welche beiden Galaxien wir betrachten.
Solche Abstandsinderungen proportional zum Skalenfaktor werden auch als Hubble-

Fluss oder Hubble-Flow bezeichnet (,,die Galaxien folgen dem Hubble-Flow™).



Kosmische Expansion liegt vor, wenn a(f) mit fortschreitender Zeit ¢t wichst. Der
umgekehrte Fall, kosmischer Kollaps, 1dsst sich mit solchen Modellen ebenfalls be-
schreiben, trifft aber heutigem Wissen nach weder auf die Vergangenheit unseres Weltalls
zu noch auf seinen gegenwirtigen Zustand oder seine Zukunft.

3 Caveats: Eigenbewegung und wo wir es uns zu einfach ge-
macht haben

Einige Caveats zu unserem Modell sind angebracht. Das erste betrifft eine Grenze un-
seres Modells. Wirkliche Galaxien weichen in ihren Bewegungen iiblicherweise etwas
vom Hubble-Flow ab - mit sogenannten Eigenbewegungen von bis zu rund 1000 Ki-
lometer pro Sekunde. Wie sehr die Eigenbewegungen relativ zum Hubble-Flow ins
Gewicht fallen, hdngt von den Absténden ab, die man betrachtet. Beobachten wir Ga-
laxien, die uns vergleichsweise nahe sind, wird die Eigenbewegung dominieren. Ab
Abstinden von 50 Millionen Lichtjahren und mehr beginnt der Hubble-Flow wichti-
ger zu werden als die Eigenbewegung; bei noch gréferen Abstinden beginnt er die
Abstandsidnderung ferner Galaxien relativ zu uns komplett zu dominieren.

Das zweite Caveat betrifft unseren Umgang mit der Zeitkoordinate. Die oben ein-
gefiihrte Vorstellung gedanklicher Schnappschiisse des Galaxienstaubs, auf denen das
Universum jeweils auf groBen Skalen homogen erscheint, setzt implizit bereits eine
ganz bestimmte Zeitkoordinate voraus — der Schnappschuss soll die Eigenschaften des
Universums jetzt, in diesem Moment, festhalten; das setzt voraus, dass wir bereits
einen bestimmten Gleichzeitigkeitsbegriff definiert haben, anhand dessen wir bestim-
men konnen, was ,,jetzt“ im Zusammenhang mit dem betrachteten Modell iiberhaupt
bedeuten soll. Dass sich ein solcher Gleichzeitigkeitsbegriff einfach definieren l4sst,
hingt direkt mit der Homogenititseigenschaft zusammen; verkiirzt gesagt: Nur mit
dieser Wahl des Gleichzeitigkeitsbegriffs hat das Universum auf instantanen gedankli-
chen Schnappschiissen tatsédchlich iiberall die gleiche Dichte.

Zuletzt sei noch angemerkt, dass unsere gedanklichen Schnappschiisse wirklich
instantan sind. Ein wirklicher Schnappschuss dokumentiert, welches Licht zum Auf-
nahmezeitpunkt bei der Kamera ankommt und zeigt entfernte Regionen des Univer-
sums dementsprechend so, wie sie in der Vergangenheit (nimlich zur Zeit der Licht-
aussendung) waren. Unsere gedanklichen Schnappschiisse sollen dagegen tatsichlich
den Zustand des Universums in dem gew#hlten Augenblick festhalten.

4 Entwicklung des Skalenfaktors mit der Zeit

Ein zentraler Teil der modernen kosmologischen Modelle ist die Beschreibung dafiir,
wie sich der kosmische Skalenfaktor a(#) mit der Zeit dndert, und wie seine Zeitabhéngig-
keit durch den Materieinhalt des Universums bestimmt wird.

Wiirden wir im Rahmen der Allgemeinen Relativititstheorie agieren — was weit
jenseits des hier gewihlten Niveaus liegt! — dann wiirden wir die Raumzeiteigenschaf-
ten eines homogenen und isotropen Universums in geeigneten Koordinaten hinschrei-
ben (Robertson-Walker-Metrik), ebenso einen sinnvollen Ansatz fiir Energie und Im-
puls einfacher Materie in solch einem Universum (Energie-Impuls-Tensor eines idea-



len Fluids), und dann wiirden wir die beiden Objekte iiber die Einstein-Gleichungen
zueinander in Beziehung setzen. Das Ergebnis solchen Vorgehens sind die Friedmann-
Gleichungen, welche die zeitliche Anderungsraten des kosmischen Skalenfaktors mit
Dichte und Druck der Materie verkniipfen.

Tatsdchlich lassen sich wesentlichen Eigenschaften der Friedmann-Gleichungen
auch mithilfe der Newton’schen Beschreibung der Gravitation herleiten - mit einer
Zusatzannahme, die wir unten noch treffen werden. Dazu betrachten wir zwei Gala-
xien im Hubble-Flow; eine davon setzen wir der Bequemlichkeit halber in den Null-
punkt des Raumkoordinatensystems, in dem wir die Geschehnisse beschreiben. Der
(zeitabhingige) Abstand der zweiten Galaxie von der ersten sei r(¢).

Wir teilen das Weltall jetzt in zwei komplementire Regionen: Die Vollkugel mit
Radius 7(#) um den Nullpunkt herum und den ganzen Rest. Auf ein Objekt in (oder
gerade auf der Grenze) der Vollkugel wird die Masse der aulenliegenden Region ins-
gesamt keine Anziehung ausiiben.

Das kann man direkt aus dem Newton’schen Resultat fiir die Anziehungskraft von
Massen-Kugelschalen ableiten: Auf Testteilchen innerhalb der Kugelschale iibt eine
kugelschalenformige Massenanordnung keinerlei Anziehungskraft aus; auf Testteil-
chen auferhalb wirkt eine Kugelschale so, als sei ihre gesamte Masse als Punktmasse
im Mittelpunkt der Kugel konzentriert.

Letzere Aussage sagt uns auch, wie die Masse der Vollkugel auf die am Rande
befindliche Galaxie 2 wirkt, ndmlich so, als sei ihre gesamte Masse eine Punktmasse
im Raumnullpunkt. Die Newton’sche Gravitationsbeschleunigung sagt uns, dass die
Galaxie 2 in dieser Situation entsprechend
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auf den Raumnullpunkt zu beschleunigt wird. Wir haben dabei die Konvention benutzt,
dass ein Punkt iiber einer GroB3e deren erste Ableitung nach der Zeit anheigt, zwei
Punkte bedeuten die zweite Ableitung nach der Zeit, und so weiter.

Die Masse M der Vollkugel ldsst sich dabei durch die (zeitabhéingige) Dichte p(¢)
unseres Kosmos ausdriicken, und zwar ergibt sich aus der iiblichen Formel fiir das
Kugelvolumen

(1) = 2

M= ‘g‘m@% 3)

Eingesetzt ergibt das fiir die Beschleunigung
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An dieser Stelle folgt die schon angekiindigte Zusatzannahme. Sie betrifft Materie, die
einen inneren Druck p(f) besitzt; fiir unseren ,,Staub™ nebeneinander herschwebender
Galaxien, mit p = 0, bringt sie keine neuen Erkenntnisse, aber fiir die Behandlung des
frithen Universums, in dem Plasma, Gas und Strahlung dominieren, erweist sie sich als
essentiell. Die Zusatzannahme, direkt {ibernommen aus der Allgemeinen Relativitéts-
theorie, besagt, dass nicht nur Masse und Energie, sondern auch Druck eine Quelle von
Gravitation ist. In der hier geschilderten Situation ist dieser Umstand korrekt beriick-
sichtigt, wenn man die Ersetzung
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vornimmt. Ausserdem bekommt p eine etwas andere Bedeutung: Der Masse-Energie-
Aquivalenz nach (E = mc?!) trigt der gesamte Energieinhalt der Materie zur Dichte
bei (kinetische Energie, thermische Energie etc.); im herkémmlich Newton’schen Fal-
le dagegen wire p lediglich die Dichte derjenigen Grofle gewesen, die in Einsteins
spezieller Relativititstheorie der Ruhemasse entspricht.

Die Beschleunigungsgleichung wird dann
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Jetzt miissen wir noch beriicksichtigen, dass die zeitliche Entwicklung von r(#) kom-
plett durch den kosmischen Skalenfaktor bestimmt wird, und zwar ist

= Lt()) .
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fiir eine beliebig gewihlte Bezugszeit 7. Eingesetzt in Gleichung (5) kann man die
nicht zeitabhiingigen Faktoren r(fy) und 1/a(to) auf beiden Seiten herauskiirzen. Ubrig
bleibt eine Gleichung, die nicht mehr von den spezifischen Eigenschaften der Galaxie
2 abhingt, sondern nur noch Skalenfaktor, Dichte und Druck in Beziehung setzt; hitten
wir fiir unsere Betrachtungen ein anderes Galaxienpaar gewihlt, wiaren wir am Ende
auf genau diese selbe Gleichung gestoBen. Die Gleichung lautet jetzt
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Sie wird Friedmann-Gleichung zweiter Ordnung (letzteres wegen der zweiten Ablei-
tung auf der linken Seite) oder kurz zweite Friedmann-Gleichung genannt.

S Materieeigenschaften und Expansion

Die oben abgeleitete Friedmann-Gleichung verkniipft drei zeitabhiingige Funktionen:
Skalenfaktor, Dichte und Druck. Um sie zu 16sen, bendtigen wir noch zwei weitere
Gleichungen. Die eine ist materiespezifisch und besagt, wie Druck und Dichte zusam-
menhingen, p = p(p). Sie wird Zustandsgleichung genannt; einige einfache Beispiele
werden wir unten einfiihren. Die zweite noch fehlende Gleichung beschreibt, wie sich
die Dichte der Materie im Verlauf der Expansion verédndert. Sie driickt aus, dass so et-
was wie Energieerhaltung gilt: Die mit der Materie assoziierte Energie kann sich zwar
verdiinnen, aber z.B. nicht ins Nichts verschwinden.

Beginnen wir mit der Energieerhaltung. Wir wihlen als Ausgangspunkt eine {ibli-
che Form der Energieerhaltung in der Thermodynamik: den ersten Hauptsatz. Dieser
besagt, dass sich die innere Energie U eines Systems wie folgt dndert, wenn man das
Volumen des Systems um dV idndert (und das bei Verkleinerungen gegen, bei Ver-
groferungen unterstiitzt durch den Druck p des Systems), und dem System dabei die
Wirmeenergiemenge 6Q zufiihrt:

dU = —p dV +60. 7)

In unserem Falle gibt es keine Wirme, die dem Universum von auBlerhalb zuflosse
(denn es gibt per Definition kein auerhalb), und es fliet auch keine Wiarme von einer
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Region des Universums in eine andere (ein Netto-Wirmefluss wiirde der Homogenitit
widersprechen, ein grordumiger Durchfluss der Isotropie), so dass 6Q = 0. Die innere
Energie setzen wir in Beziehung zur Dichte die, wie bereits erwihnt, sdmtliche mit
der Materie assoziierten Energieformen (thermische Energie, kinetische Energie...)
einschlieBt. Die gesamte Energie unserer im Volumen V befindlichen Materie ist damit

U=pc?-V (8)

und die Anderung dieser GroBe, dU, lisst sich mittels der Leibniz’schen Regel auf die
Anderungen der Faktoren zuriickfiihren,

dU =V -dpo+p-dV. )

Damit wird der erste Hauptsatz (7) in diesem Spezialfall zu
dv
do + (o + p/02)7 =0. (10

Jetzt betrachten wir einen Ausschnitt aus dem Hubble-Flow — eine Region, deren Ma-
terie sich allein aufgrund der kosmischen Expansion mit der Zeit gleichméBig auf ein
immer groBeres Volumen verteilt. Wir sind an der Anderungsrate von p mit der Zeit
interessiert und schreiben die Gleichung daher um als

1%
p+(p+ ”/Cz)v =0, (11)

wobei ein Punkt wiederum fiir die erste Ableitung nach der Zeit steht. Der einfachste
Fall fiir die betrachtete Region ist ein wiirfelformiges Volumen mit Kantenldnge

(1) = o) I(10), 12)
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wiederum mit einer willkiirlichen, aber fest gewihlten Referenzzeit fg. Das Volumen
des Wiirfels ist
V=10

Setzen wir den Ausdruck (12) fiir I(¢) ein, dann ist

v _a
Vo Ta@)
und die Gleichung fiir p wird zu
alt
=320 4 prd), (13)
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An dieser Stelle kommen die unterschiedlichen Zustandsgleichungen ins Spiel.
Die Zustandsgleichung fiir Staub (etwa unseren Galaxienstaub) lautet p = 0. Aus
der obigen Gleichung folgt daraus
NG
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Das ldsst sich direkt integrieren zu

p) ~ -~ 0
Das Ergebnis ist einfach zu verstehen: Unsere Galaxien im Hubble-Flow beispielswei-
se gehen schlieBlich nicht verloren, sondern verteilen sich im Laufe der kosmischen
Expansion lediglich auf ein immer groferes Volumen, und dieses Volumen wéchst
eben mit a(?)’.

Fiir Strahlung ergibt sich aus der Elektrodynamik p = %pcz, also

p_ 440

Io a(t)
bzw.

p(t) ~ W-

Auch das lésst sich direkt erkldren, wenn wir uns die Strahlung zusammengesetzt den-
ken aus Photonen: Im Laufe der Expansion verteilen sich diese Photonen auf ein immer
groferes Volumen (das erklirt 1/ a(0)?); zusitzlich wird jedes einzelne davon durch die
Expansion rotverschoben; der Energieverlust (E = hv) ergibt einen weiteren Faktor
1/a(t).

Besonders interessant ist eine Zustandsgleichung p = —/rhoc?. Eingesetzt in die
Gleichung (13) ergibt sich fiir solch eine Art von Materie

o =0.

Mit anderen Worten: Materie mit solcher Zustandsgleichung verdndert ihre Dichte im
Laufe der kosmischen Expansion iiberhaupt nicht! Materie mit dieser Zustandsglei-
chung wird als Dunkle Energie bezeichnet. Messungen zeigen, dass Dunkle Energie in
unserem heutigen Universum die dominante Rolle spielt.

6 Friedmann-Gleichung erster Ordnung

Wir konnen die Gleichung (13) verwenden, um die Friedmann-Gleichung zweiter
Ordnung (6) zu integrieren. Dazu eliminieren wir den Druck p aus der Friedmann-
Gleichung und erhalten

4nG
ai=""|2aap +a*p|. (14)
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Beide Seiten lassen sich integrieren, und wir erhalten
1 4nG
5@ = ”Tp @* + const. (15)

Die bisher abgeleiteten Gleichungen, die den Skalenfaktor enthalten, verdndern sich
nicht, wenn wir den Skalenfaktor a(f) mit irgendeinem konstanten Faktor x malneh-
men, der aufgrund unserer Interpretation des Skalenfaktors freilich grofer als Null
sein muss,

a(t) — k- a(r).



Wir nutzen diesen Umstand aus, um die Integrationskonstante auf eine besonders ein-
fache Form zu bringen; die Gleichung fiir & wird mit einer solchen Redefinition iibli-
cherweise geschrieben als

P +Ke* 871G

=P (16)

wobei K jetzt nur noch drei mogliche Werte hat: K = —1,0, +1. Aus der Allgemeinen
Relativitétstheorie lédsst sich ein Zusammenhang zwischen dem Wert von K und der
(lokalen) Raumgeometrie des Universums herleiten.

Gleichung (16) ist die Friedmann-Gleichung erster Ordnung. Zusammen mit Ansitzen
dazu, welchen Anteil der Gesamtdichte die drei vorgestellten Materiesorten — Staub,
Strahlung, Dunkle Energie — ausmachen, sind die beiden Friedmann-Gleichungen die
Grundlage zur Berechnung der Verdnderung des kosmischen Skalenfaktors mit der
Zeit.

a

Folien zur Vorlesung

http://www.haus-der-astronomie.de/kosmo-nichtphysiker
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